PRZYKŁADOWE ROZWIĄZANIA 

Szkolny konkurs matematyczny
„TORUS”
Zestaw zadań nr 2 

Zadanie 1. 
Prosta przechodząca przez wierzchołek A równoległoboku ABCD przecina przekątną DB w punkcie E oraz bok BC w punkcie F, a prostą DC w punkcie G. Udowodnij, że IAEI2 = IEFI ( IEGI. 
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Przyjmując oznaczenia jak na powyższym rysunku należy wykazać, że:
IAEI2 = IEFI ( IEGI. 
ROZWIĄZANIE

Zauważ, że:

( AGD ~ ( ABF (na mocy cechy kkk – ustal dlaczego?), zatem:
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, a stąd (2)  [image: image4.png]AE+EG _ AD
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,
oraz

( AED ~ ( FEB (na mocy cechy kkk – ustal dlaczego?), zatem:
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 , a stąd (4)  [image: image8.png]AD
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 .
Korzystając z (2) i (4) możemy zapisać, że (5) [image: image10.png]AE+EG _ AE
AE+EF  FE




.

Jeśli teraz dla (5) zastosujemy własność proporcji, tj. mnożenie na krzyż, to otrzymamy:

IFEI ( (IAEI + IEGI) = IAEI ( (IAEI + IEFI)

IFEI ( IAEI + IFEI ( IEGI = IAEI2 + IAEI ( IEFI, a stąd
IAEI2 = IFEI ( IEGI.                                                                                                       (
Zadanie 2. 
Wykaż, że w trapezie prostokątnym różnica kwadratów jego przekątnych jest równa różnicy kwadratów jego podstaw. 
ROZWIĄZANIE

Przyjmując oznaczenia trapezu jak na rysunku mamy, że:

Do wykazania, że DB2 – AC2 = AB2 – DC2.
Teraz:

w trójkącie ABD:   DB2 = AD2 + AB2 oraz
w trójkącie ACD:   AC2 = DC2 + AD2 

Odejmując stronami otrzymane równości otrzymamy, że:
DB2 = AD2 + AB2
AC2 = DC2 + AD2
       DB2 – AC2 = AD2 – DC2 + AB2 – AD2
       DB2 – AC2 = AB2 + DC2                                                                                  (
Zadanie 3. 
Na kole opisany jest romb. Stosunek pola koła do pola rombu wynosi [image: image12.png]


. Wykaż, że kąt rozwarty rombu zawiera się w przedziale [image: image14.png]


.
ROZWIĄZANIE

Przyjmując dane jak na rysunku mamy, że: wykazania, że:  [image: image16.png]


ABC( [image: image18.png]


.
Teraz:

1) Zauważ, że h = 2r oraz, że sin( = [image: image20.png]


, a stąd h = a(sin(,
zatem r = [image: image22.png]


 a(sin(.
2) Pole rombu obliczymy wg wzoru P1 = a2(sin(, a pole koła wg wzoru P2 = (r2.

3) Uwzględniając wyznaczony w punkcie 1) promień, pole koła można wyrazić wzorem P2 = [image: image24.png]


(a2(sin2(. 

4) Uwzględniając warunki zadania wyznaczamy stosunek pola koła do pola rombu, który jest równy [image: image26.png]


, zatem:
[image: image28.png]


 = [image: image30.png]


, a stąd mamy, że [image: image32.png]


 = [image: image34.png]


. 
5) Przekształcając ostatnią równość otrzymamy, że sin( = [image: image36.png]


, a stąd ( = [image: image38.png]


.

6) Jeśli [image: image40.png]4 DAB



 = (, to [image: image42.png]ZABC



 = ( – (, czyli [image: image44.png]ZABC



 = [image: image46.png]


(. 

Ponieważ  [image: image48.png]


( ( [image: image50.png]


, to kończy dowód.                                                            (
Zadanie 4. 
W półkole o średnicy AB wpisano okrąg styczny do średnicy AB w jej środku. Znajdź promień okręgu stycznego jednocześnie do półokręgu AB, do wpisanego okręgu oraz do średnicy AB, jeśli AB = 2R.
ROZWIĄZANIE

Przyjmując dane jak na rysunku mamy, że:

1) IPLI = R – r
2) korzystając z tw. Pitagorasa w ( KLP mamy, że x2 = (R – r)2 – r2, 
a stąd, że x2 = R2 – 2Rr.

3) Ponieważ IQMI = 0,5R –  r, to z tw. Pitagorasa  w ( PMQ mamy, że:
x2 = (0,5R + r)2 – (0,5R – r)2, skąd otrzymamy x2 = 2Rr.
4) Zatem R2 – 2Rr = 2Rr, a stąd r = 0,25R.                                                          (
Zadanie 5. 
Dwa okręgi są styczne wewnętrznie w punkcie Q. Prosta przechodząca przez środek O1 mniejszego okręgu przecina większy okrąg w punkcie A i D, a mniejszy okrąg w punktach B i C. Wyznaczyć stosunek długości promienia większego okręgu do promienia mniejszego okręgu, jeżeli: |AB| : |BD| : |CD| = 2 : 4 : 3.
ROZWIĄZANIE

Rozwiązując zadanie zauważ, że będziemy korzystać z twierdzenia o odcinkach przecinających się cięciw, tj. IAO1I(IO1DI = IPO1I(IO1QI.

Niech R i r będą promieniami tych okręgów, oraz R > r
Zauważ, że |BC| = 2r
Z danej proporcji otrzymujemy, że:

1)  |AB| = r
(ponieważ:  IABI : IBCI = 2 : 4 i IBCI = 2r) oraz
2)  |CD | = 1,5r
(ponieważ:  IBCI : ICDI = 4 : 3 i IBCI = 2r). 

3) Z twierdzenia o odcinkach przecinających się cięciw mamy:  |O1Q|∙|O1P| = |O1A|∙|O1D|, a stąd:

|O1Q| = r,     |O1P| = 2R – r, 

|O1A| = |O1B| + |AB| = 2r    oraz    |O1D| = |CD| + |CO1| = 2,5r 

4) Podstawiając do równości: |O1Q|∙|O1P|=|O1A|∙|O1D|, powyższe zależności, 

otrzymamy, że:
r( (2R – r) = 2r ( 2,5r 

2Rr – r2  = 5r2 

 2Rr = 6r2         /: 2r2                                                  

Zatem ostatecznie otrzymamy: 
[image: image51.wmf]r

R

= 3.                                                            (
Zadanie 6. 
Wysokość trójkąta prostokątnego poprowadzona do przeciwprostokątnej ma długość h i jest pięć rajzy krótsza od obwodu trójkąta. Oblicz długość przeciwprostokątnej.
ROZWIĄZANIE

1) Załóżmy, że a, b – to długości przyprostokątnych trójkąta prostokątnego, c – to długość przeciwprostokątnej tego trójkąta
2) Z warunków zadania wiemy, że a + b + c = 5h, a stąd a + b = 5h – c. ponieważ pole trójkąta można obliczyć wg wzoru P = [image: image53.png]


 ab oraz ze wzoru P = [image: image55.png]


 a(h, to a(b = c(h.
3) Stosując teraz tw. Pitagorasa mamy, że c2 = a2 + b2, a stąd c2 = (a + b)2 – 2ab.
4) Jeśli do ostatniej równości zastosujemy podstawienie a(b = c(h oraz a + b = 5h – c, to otrzymamy: c2 = (5h – c)2 – 2ch.

5) Przekształcając ostatnią równość otrzymamy 25h2 = 12ch, a stąd c = [image: image57.png]12



h .                (
Zadanie 7. 
Punkt P leży na okręgu opisanego na prostokącie o bokach a i b. Wykaż, że suma kwadratów odległości punktu P od prostych zawierających boki prostokąta jest równa a2 + b2. 

ROZWIĄZANIE

1) Przyjmijmy, że odcinki y, k, s, x są odległościami punktu P od boków (ich przedłużeń) prostokąta. 
2) Rozpatrując przypadek, że punkt P jest wierzchołkiem prostokąta, np. pokrywa się z wierzchołkiem D, to  należy przyjąć, że liczb s i y są równe zero, a dwie pozostałe liczby k i x – są odpowiednio równe długościom boków a i b. Zatem suma kwadratów odległości punktu P od boków prostokąta BC i AB jest równa a2 + b2.

3) Rozpatrując przypadek, że punkt P nie należy do wierzchołka prostokąta, należy zauważyć, że stosując tw. Pitagorasa w ( APK mamy, że (1) n2 = x2 + y2 oraz w ( LCP  mamy, że (2) m2 = s2 + k2, bo ILCI = k. 
Zauważmy też, że [image: image59.png]


CPA jest kątem wpisanym partym na średnicy AC, będącej przekątną prostokąta, więc jest to kąt prosty (900), więc z twierdzenia Pitagorasa mamy też, że (3) c2 = n2 + m2. 

Jeśli jeszcze zauważymy, że np. w ( ADC z tw. Pitagorasa mamy, że: c2 = a2 + b2, to dodając stronami równości (1) i (2) otrzymamy, że n2 + m2 = s2 + k2 + x2 + y2, a ponieważ zachodzi też (3), to uwzględniając ostatnią równość otrzymamy c2 = s2 + k2 + x2 + y2, a stąd z uwagi na (4) mamy, że s2 + k2 + x2 + y2  = a2 + b2, co kończy dowód. 
                                              (
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